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4-3广义根轨迹法

第四章 线性系统的根轨迹法
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4-1 根轨迹法的基本概念

1.根轨迹的概念

根轨迹是开环系统的某一参数从零变化到无穷时，
闭环系统特征方程式的根在s平面上变化的轨迹。
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-例：随K的变换
绘制闭环根轨迹。
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特征方程：
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1
1 1 2s K= − + −

令K（由0到∞ ）变动，s1、s2在s平面的移动轨
迹即为根轨迹。

特征根：

2.系统性能分析：

1）稳定性

2）动态性能

3）稳态误差

临界开环增益

根轨迹增益
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3.闭环零极点与开环零极点间的关系
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则闭环传递函数为
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• 小结

➢闭环根轨迹增益等于前向通道根轨迹增益。

➢闭环零点由前向通道传函的零点和反馈通道传
函的极点构成。

➢单位反馈时，闭环根轨迹增益就等于开环根轨
迹增益,闭环零点就是开环零点。

➢闭环极点与开环零极点和根轨迹增益均有关系。

• 根轨迹法的基本任务：如何由开环零极点和根
轨迹增益通过图解的方法找出闭环极点。
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4.根轨迹方程

1 0( ) ( )G s H s+ =

相角条件：

模值条件：

系统特征方程

( ) ( ) 1G s H s = −

( ) ( ) 1G s H s =

( ) ( ) (2 1)G s H s k  = +

它是复变量方程, 亦为向量方程。

0, 1, 2,k =  
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4-2  常规根轨迹的绘制法则

法则1 根轨迹的起点和终点。

起始于开环极点 ，终止于开环零点。

1.基本绘制法则
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*( ) ( )
1 1

=0
n m

i j
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s p K s z
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− + − 特征方程：

起点： *
0 iK s p=  =

终点： * ,jK s z s→ → →

一般，m≤n，有n-m条根轨迹终止于无穷远处。

同理，当m>n时，有m-n条根轨迹起始于无穷远处。
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法则2 根轨迹的分支数、对称性和连续性。

根轨迹分支数=max（m,n），根轨迹是连续的，

并且对称于实轴。

例如：
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法则3、根轨迹的渐近线

当n>m时，有n-m条根轨迹沿着渐近线趋向无穷远处，
渐近线与实轴交点和夹角为：
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 
=
 开环极点－ 开环零点

开环极点数－开环零点数

1.渐近线关于实轴对称。

2.渐近线是n-m条与实轴
交于σa的射线。
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图4-5：已知 根据已学的三

个基本法则，确定绘制根轨迹的有关数据.

解：n=4,m=1,故有4条根轨迹分支，分别起始于

有一条终止于 ，有n-m=3条终止于

无穷远处。即有3条渐近线。
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渐近线与实轴夹角：

渐近线与实轴交点：
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常见 n-m＝1,2,3,4时渐近线的图像:
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法则4、根轨迹在实轴上的分布

实轴上某一区域，其右边开环实数零极点个数之和为
奇数，该区域为根轨迹区域。
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法则5、根轨迹的分离点与分离角

若干根轨迹在复平面上相遇后又分开的点称为
分离点。

分离点坐标d的求解：

1 1

1 1m n

j ij i
d z d p= =

=
− −

 

分离角： (2 1)
( 0,1, , 1)

k
k l

l

+
= −

分离角定义为根轨迹进入分离点的切线方向与
离开分离点的切线方向之间的夹角。（P146例4-1

上方）
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证明：由重根条件得

分离点的实质是特征方程出现重根。

若无开环零点，则：

解得

（P147中间
有解释）
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说明

➢分离点是根轨迹上的点。

➢分离点关于实轴对称，常见的为实轴上的分离点。

➢一般说来，若实轴上两相邻开环极点之间或相邻

开环零点是根轨迹，则其间必有分离点；
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例4-1：单位反馈系统的开环传递函数为：

试绘制闭环系统的根轨迹

*( 1)
( ) ( )

( 2)( 3)

K s
G s H s

s s s

2、实轴上根轨迹为[-3,-2]，[-1，0]

3、求渐近线：

渐近线与实轴交点为：

1 2

(2 1) 3
, ,
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渐近线与实轴夹角为：

解：
1、开环零点z1=-1，开环极点p1=0，p2=-2，p3=-3，
根轨迹分支数为3条，有两条渐近线。
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1 1 1 1
2.47
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4、求分离点：
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补：试探法求方程的解

• 方程P(d)=0，先找一试探点如d=d1则

• P(d)/(d-d1)=Q(d)……r1

• Q(d)/(d-d1)=M(d)……r2

• 方程P(d)=0的近似解为d=d1-r1/r2.

3 21 1 1 1
( ) 4 5 3 0

1 2 3
P d d d d

d d d d
= + +  = + + + =

+ + +
例4-1

试探点为：d1=-2.5
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1 2
| | | |p z p z−  −

结论：当系统仅有两个开环极点p1、p2和一个开
环零点z1时，其根轨迹要么是直线要么是圆弧；
且圆弧的圆心在零点，半径为

-a-b

1
p2

p
1

z

O

r

j

当零点位于极点之间时，无复平面上的圆弧。

P147

图4-8

的左侧
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法则6、根轨迹的起始角和终止角

根轨迹的起始角是根轨迹离开开环极点处切线与

正实轴的夹角；

根轨迹的终止角是根轨迹进入开环零点处切线与

正实轴的夹角。

共轭复数开环零极点对应的起始角/终止角，大小相等，

符号相反。
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起始角的计算公式：

终止角的计算公式：
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
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4
3

s1是根轨迹上的点，故满足相角条件。

1 2 3 4
(2 1)k     − − − − = +

当s1→p1时，β1即为p1处的起始角。

公式的由来：

2 3 4 1
(2 1)k      + + − − − =
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法则7   根轨迹与虚轴的交点

与虚轴的交点为系统临界稳定点，此处的根轨
迹增益为临界根轨迹增益。

求法：

（1）将s=jω代入特征方程，令对应实部虚部均
为0，解出ω和K*；

（2）利用劳斯判据，由全0行求出K*，由辅助方
程求出ω。
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例4-4 已知系统开环传函为

试绘制闭环系统的概略根轨迹。

解（1）系统有4个开环极点：
无开环零点,即n=4，m=0, 有4条根轨迹分支。

（2）实轴上的根轨迹区域为[-3  0]

（3）n-m=4，故有4条渐近线，其交点和夹角分别为：
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s s s s
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（4）根轨迹在实轴上的分离点

（5）根轨迹在开环极点p3p4处的起始角为：

（6）根轨迹与虚轴之交点

令实部虚部等于0得：

1 2,3
2.28; 0.73 0.35( )s s j = − = −  舍

1 1 1 1
0

3 1 1s s s j s j
+ + + =

+ + + + −
舍
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法则8、根之和

设系统开环传递函数为
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当n-m≥2时，特征方程的第二项系数与K*无关，完
全取决于开环极点部分，可得

常数==
==

n

i

i

n

i

i ps
11

在n-m≥2时，可用来：
（1）已知n-1个特征根，求第n个根。
（2）K*增大时，判定根轨迹分支的走向。
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2. 闭环极点的确定

例题4-5 单位反馈系统开环传递函数为
*

2

( 20)
( )

( 24 144)

K s
G s

s s s

+
=

+ +

试画出K*增大时的系统概略根轨迹图，求出
使系统输出响应产生振荡的K*的取值范围。

解：系统开环传函可化为

*
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4-3 广义根轨迹法

➢常规根轨迹：以K*/K为可变参数的根轨迹。

➢广义根轨迹：除常规根轨迹外的根轨迹。

➢参数根轨迹：以非K*/K为可变参数的根轨迹。



自动控制原理

1.参量根轨迹

例4-6 已知系统结构图如下，试绘出参量τ由
0→∞变化时的根轨迹。

解 系统开环传函为：

系统特征方程为：

得等效开环传函为：

图4-16(c)  系统III
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等效开环传函有两个极点、一个零点：

实轴上的根轨迹区域为: (-∞，0)

得等效开环传函为：

平面上的根轨迹为圆弧，圆心 (0,0)，半径为

则τ的参量根轨迹如图所示。
1R =
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参量根轨迹的绘制步骤总结:

第一步，得出等效开环传函；

(1)列出原系统的特征方程。

(2)对特征方程中的项分组，以不含参量的项去除特

征方程，得到系统的等效开环传函，参量位于等

效根轨迹增益的位置。

第二步，根据常规根轨迹的绘制方法，绘制参量根

轨迹。

( )
1 0

( )

P s
A

Q s
+ =
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作业

• P163

• 4-3(1)(2)， 4-5(2)， 4-10(1)
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附加适当的开环零点可以改善系统的稳定性和动态性
能。 设开环传递函数为

)22(

)(
)()(

2

1
*

++

−
=

sss

zsK
sHsG

z1是附加的开环实数零点，其值可在s左半平面内任
意选择， 当z1→∞时，表明不存在有限零点。

2、附加开环零点的作用
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→1z

令z1为不同的数值，对应的根轨迹如图所示：

31 −=z

01 =z21 −=z

附加
开环
零点
可使
根轨
迹左
移。
而且，
所加
的零
点越
靠近
虚轴
影响
越大。

开环
极点
对根
轨迹
的影
响 与

开环
零点
的相
反。

类似的话

对应课本

P156最后

一段。
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4-4 系统性能的分析

1.主导极点与偶极子

（1）只要偶极子不十分接近原点，它们对系统性能的

影响就甚微，可以忽略；

（2）位于原点附近的偶极子可显著地影响系统的稳态

值。

剩下的内容均已讲过，大家再仔细阅读一遍！


